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1 はじめに
未知の信号 x0 ∈ RN を，行列A ∈ RM×N を用いて

y = Ax0 + n (1)

と線形観測する [1, 2]．ここで，n ∈ RM は観測ノイ
ズである．このとき，得られた観測信号 y ∈ RM と既
知の観測行列 Aだけを用いて，原信号 x0 ∈ RN を推
定する．M < N のとき一般的に解は不定だが，原信
号の持つ非零要素の数が少なければ，解を一意に定め
ることができる．このように，原信号のスパース性を
利用して，高次元の信号をより低次元の信号から復元
する問題をスパース推定と呼ぶ．スパース推定は，情
報通信・医療画像処理・天文学など多くの分野で応用
があり注目されている．
本研究では，反復推定法が収束に失敗する場合のス
パース推定の性能を解析的に評価することを目的とし，
特に観測行列が非零の平均値をもつ場合を取り扱った．
観測ノイズやコヒーレンスの大きさが推定性能に与え
る影響や，影響を低減するために L1正則化項の大き
さをどのように定めれば良いかを調べた．

2 準備
スパース推定の代表的な手法のひとつである Lasso

を用いて，原信号 x0 を

x̂ = argmin
x

(∥y −Ax∥22 + λ∥x∥1) (2)

と推定する．ここで，λ > 0は ℓ1正則化項の大きさで
ある．
行列 A に対するコヒーレンスは次のように定義さ
れる．

µc(A) := max
i<j

|ai · aj |． (3)

ここで，aiは行列Aの i番目の列ベクトルを表す．行列
Aの各要素が (4)で示した正規分布に従うとき，コヒー
レンスの期待値は，およそ，E(ai·aj (̸=i)) = h2/(1+h2)

となる．観測行列のコヒーレンスを調整できるように
しておき，コヒーレンスの影響も評価する．

3 問題設定
観測 y = Ax0 + nにおいて，観測信号 y ∈ RM と
観測行列 A ∈ RM×N だけを既知として，未知の原信
号 x0 ∈ RN を推定する問題を考える．このとき，観
測ノイズ n ∈ RM の各要素はN (0, σ2

0)の独立同時分
布に従うものを仮定する．観測行列の各要素が従う分
布はコヒーレンスを調節するための変数 hを導入して
次のように設定した．

Aij ∼ N
(

µA√
M

,
σ2
A

M

)
． (4)

ただし，µA = h/
√
1 + h2，σ2

A = 1/(1 + h2)である．
hが大きいほど，行列Aのコヒーレンスは大きくなる．
列ベクトルのノルムは 1に正規化した．
この線形観測における Lassoの推定性能を評価する
ため，原信号 x0 と Lassoによる推定量 x̂の平均 2乗
誤差 (MSE）σ2 := 1

NEA,x0,n(∥x̂−x0∥22/N)を解析し
た．観測ノイズと観測行列のコヒーレンスの大きさが
推定性能に与える影響を調べた．

4 解析
推定性能は原信号の各要素が従う分布に依存する．
ここでは広く議論されるベルヌイガウス分布 px0 =

(1− ϵ)δ(x0)+ ϵ(2π)−1/2 exp(−x02/2) を用いた．この
とき，原信号の非零要素の割合 0 ≤ ϵ ≤ 1を信号密度
と呼ぶ．信号密度 ϵと圧縮率 δ := M/N を与えたとき
のMSEの値をレプリカ法 [10]を用いて解析的に評価
した．
次の分布 P (x)

P (x) =
1

Z
exp[−β(∥y −Ax∥22 − λ∥x∥1)] (5)

を考える．ただし，Z は分配関数

Z =

∫
RN

dx exp[−β(∥y −Ax∥22 − λ∥x∥1)] (6)

である．β → ∞ の極限において，P (x) は
(2) の解を台とする一様分布に収束する．レプリ
カ x1, . . . ,xn を導入し，自由エネルギー f =

− limβ→∞ limN→∞
1

βNEA,x0,n[lnZ]を評価した．
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図 1: 平均 2乗誤差．(上) 理論値，(下) 実験値．ϵ =

0.02, h = 0.02, σ2
0 = 0.02, N = 200のとき．

命題 1 レプリカ対称性仮定と，N−1/2
∑N

j=1 x̂j ≈ 0

とする仮定のもとで，平均 2乗誤差 σ2 は，

σ2 = ϵ− 2m+Q (7)

となる．ただし，m，Qは次の連立方程式の解である．

extr
Q̂,χ̂,m̂,Q,χ,m

{
δ
σ2
0 + (Q− 2m+ ϵ)σ2

Aδ
−1

1 + 2χσ2
Aδ

−1

+ m̂m− Q̂Q

2
+

χ̂χ

2

+ (1− ϵ)

∫
R
Dzλϕ1

(
z
√
χ̂

λ
;
Q̂

λ

)
+ ϵ

∫
R
Dzλϕ1

(
z
√
χ̂+ m̂2

λ
;
Q̂

λ

)}
．

(8)

ただし，ϕ1(h; k) := argminx((k/2)x
2 − hx + |x|)，

Dz := dz(2π)−1/2e−z2/2 とする． □

5 結果
図 1に，L1正則化項の大きさ λと圧縮率 δ を変化
させた場合のMSEの値を示す．理論値は，計算機実
験より得られた実験値をよく説明していることが確認
できる．
L1ノルム正則化項の大きさ λが適切な値のときは，
圧縮率 δ が大きいほどMSEが小さく，すなわち推定

精度がよくなる．しかし，λの値が適切でない場合は，
MSEの値は圧縮率に対して非単調に変化するなど，観
測数が多くなるほどMSEが大きくなってしまうこと
があることがわかる．観測にノイズがない場合は，観
測数が多くて正則化項が小さいほどよい．しかし，観
測にノイズが含まれる場合においては，観測数が少な
い（圧縮率 δが小さい）ほうがよい場合があることが
わかる．さらに，観測数によらずほぼ同じ値の正則化
項の大きさが最適となる領域があることがわかる．
応用上は，交差検証法によって正則化項の大きさが
決められるが，観測数を変更したならば，交差検証法
をやりなおして決める必要があることを意味する．ま
た，交差検証法のデータの分割の方法によっては，交
差検証法によって選ばれる正則化項の大きさに強い影
響があることも意味している．

6 まとめ
観測ノイズを含む線形観測による Lasso推定量の平
均 2乗誤差を解析的に評価した．観測にノイズが含ま
れる場合においては，観測数が多くて正則化項が小さ
いほどよいという直感的な予想に反して，観測数が少
ない（圧縮率 δが小さい）ほうがよい場合があること
を示した．また，正則化項の大きさ λが大きいほうが
良い場合があることを理論的に示した．加えて，その
ような性質が，コヒーレンスの大きさによってどのよ
うに変化するかを示した．
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