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1 概要
本研究では，劣化レベルにより変動する費用と自然
災害を考慮した累積損傷モデルを定式化し，最適保全
方策を解析的に議論する．総期待コスト率を導出し，
それを最小にする最適予防保全レベルを数値計算によ
り求める．

2 はじめに
道路や橋梁などの社会インフラは我々の生活や経済
活動の基盤である．地方自治体は経済の低迷や人口減
少，少子高齢化，技術者の不足など多くの制約の下で，
道路の保全を実施しなければならない．したがって，
保全にかかるコストをできるだけ抑えるために効率的
な保全を行う必要がある．
インフラ施設は時間とともに確率的に劣化し，道路
の劣化予測手法や最適保全方策についての研究が多く
存在する．伊藤らは累積損傷モデルを用いて海岸保全
施設の最適保全方策を解析的に示した [1]．また，伊藤
らはインフラストラクチャの最適保全方策をマルコフ
連鎖を用いて検討した [2]．
多くの研究では保全費用が一定と仮定されているが，
実際には劣化レベルに応じて変化する．本研究では，
保全費用が劣化レベルに応じて変化するものとして，
累積損傷モデルを用いて社会インフラの最適保全方策
を議論する．総期待コスト率を導出し，それを最小に
する最適予防保全レベルを検討する．また，このモデ
ルを基に自然災害の発生とその復旧を考慮した拡張モ
デルを提案する．

3 多段階コストモデル（モデル 1）
まず，以下の 3つの条件の下での最適保全モデルに
ついて議論する．

1) 道路のような社会インフラは時間とともに劣化
し， その損傷量は時刻 jT (T > 0, j = 1, 2, · · ·)
において測定される．各損傷量 Wj は同一の分布
G(x) ≡ Pr{Wj ≤ x} をもつ [3]．

2) 劣化の状態は個別の劣化レベル Zi (i =

1, 2, · · · ,K−1,K)として記述される．時刻 jT で
累積損傷量がZKを超えたとき，事後保全（CM）
が時刻 jT で行われる．時刻 jT で累積損傷量が
Z1(< ZK) と ZK の間のとき，予防保全（PM）
が時刻 jT で行われる．

3) 事後保全の費用を cK，累積損傷量が Zi と
Zi+1 (i = 1, 2, · · · ,K − 1) の間のときの予防保
全の費用を ci (< ci+1)とする．

時刻 (j + 1)T で事後保全が行われる確率は

PK =
∞∑
j=0

∫ Z1

0

G(ZK − x)dG(j)(x) , (1)

となる．時刻 (j + 1)T で予防保全が行われる確率は

Pi =

∞∑
j=0

∫ Z1

0

[G(Zi+1 − x)−G(Zi − x)] dG(j)(x),

(i = 1, 2, · · · ,K − 1) (2)

となる．ϕ(j)(x) (j = 1, 2, · · ·) は関数 ϕ(x) の j 重ス
ティルチェスたたみこみを表し， ϕ(0)(x) ≡ 1とする．
保全までの平均時間は

T [1 +MG(Z1)] , (3)

となる．ここで MG(x) ≡
∑∞

j=1 G
(j)(x)とし, 保全ま

での総期待コストは

cK −
K−1∑
i=1

(cK − ci){G(Zi+1)−G(Zi)

+

∫ Z1

0

[G(Zi+1 − x)−G(Zi − x)] dMG(x)}, (4)

と表される．したがって,総期待コスト率は式（3)，(4)
より [3, p59],

TC1(Z1) (5)

=

[
cK −

∑K−1
i=1 (cK − ci){G(Zi+1)−G(Zi)

+
∫ Z1

0
[G(Zi+1 − x)−G(Zi − x)]dMG(x)}

]
1 +MG(Z1)

,

となる．劣化レベルが Z1 より大きいとき予防保全が
行われるので，TC1(Z1) は Z1 の関数で表現される．
C1(Z1)を Z1 について微分し，ゼロとおくと

K∑
i=2

(ci − ci−1)

∫ Zi

Zi−Z1

[1 +MG(Zi − x)] dG(x)

= c1, (6)
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となり，式（6）の左辺を Q1(Z1)とすると

Q1(0) = 0 ,

Q1(Z2) = (c2 − c1)MG(Z2) +
K∑
i=3

(ci − ci−1)

×
∫ Zi

Zi−Z2

[1 +MG(Zi − x)dG(x) .

を得る．したがって，MG(Z2) > c1/(c2 − c1)のとき，
式（6）を満たす有限で唯一の解 Z∗

1 (0 < Z∗
1 < Z2) が

存在する．

4 多段階コスト拡張モデル（モデル 2）
モデル１の仮定 1)，2) と 3）を書き換えた以下の仮

定 3’）の下での最適保全モデルを考える．

3’) 事後保全の費用を cK + c0(ZK) とし， 累積損傷
量が Zi と Zi+1 (i = 1, 2, · · · ,K − 1)の間のとき
予防保全の費用を ci+c0(x)とする．ここで c0(x)

は追加の交換費用であり，累積損傷量 xによって
変化する．また，c0(0) = 0とする．

保全までの総期待コストは

cK −
K−1∑
i=1

(cK − ci)

{
G(Zi+1)−G(Zi)

+

∫ Z1

0

[G(Zi+1 − x)−G(Zi − x)] dMG(x)

}

+

∞∑
j=0

∫ Z1

0

[∫ ZK

x

G(y − x)dc0(y)

]
dG(j)(x), (7)

となる．したがって，総期待コスト率は, 式（3），（7）
より [3, p48],

TC2(Z1) (8)

=


cK −

∑K−1
i=1 (cK − ci){G(Zi+1)−G(Zi)

+
∫ Z1

0
[G(Zi+1 − x)−G(Zi − x)]dMG(x)}

+
∑∞

j=0

∫ Z1

0

[∫ ZK

x
G(y − x)dc0(y)

]
dG(j)(x)


1 +MG(Z1)

,

となる．G(x) = 1− exp(−µx)，c0(x) = c0xとすると
き，式 (8) を書き換えると

TC2(Z1) =

 cK −
∑K

i=2(ci − ci−1)

×
[
1− e−µ(Zi−Z1)

]
− c0

µ e−µ(ZK−Z1)


1 + µZ1

+
c0
µ
, (9)

と表される．式（9）の C2(Z1)を Z1について微分し，
ゼロとおくと

µZ1

K∑
i=2

(ci − ci−1)e
−µ(Zi−Z1)

−c0Z1e
−µ(ZK−Z1) = c1 . (10)

となる．式（10）の左辺を Q2(Z1),とおくと

Q2(0) = 0 ,

Q2(Z2) = µZ2(c2 − c1) + µZ2e
µZ2

×

[
K∑
i=3

(ci − ci−1)e
−µZi − c0

µ
e−µZK

]
,

となる．したがって， Q2(Z2) > c1 のとき，式 (10)

を満たす有限で唯一の Z∗
1 (0 < Z∗

1 < Z2)が存在する．
K = 2のとき, Q2(Z2) > c1 は次式のように書き換え
られる．

µZ2 >
c1

c2 − c1 − c0/µ
. (11)

5 自然災害を考慮した拡張モデル
5.1 多段階コストモデル（モデル 3）
モデル 1の仮定 1）-3）に加え，以下の 4）の下での
最適保全方策を考える．

4) システムは通常の劣化とは独立に発生する自然災
害によって損傷し，災害復旧 (DR) が行われる．
自然災害の発生時間は分布 F (t)にしたがい，そ
の平均災害復旧費用を cD(> cK)とする．

時刻 (j + 1)T で事後保全が行われる確率は

∞∑
j=0

F ((j + 1)T )

∫ Z1

0

G(ZK − x)dG(j)(x), (12)

時刻 (j + 1)T で予防保全が行われる確率は

K−1∑
i=1

∞∑
j=0

F ((j + 1)T ) (13)

×
∫ Z1

0

[G(Zi+1 − x)−G(Zi − x)] dG(j)(x),

時刻 (j + 1)T で災害復旧が行われる確率は

∞∑
j=0

F ((j + 1)T )

∫ Z1

0

G(Z1 − x)dG(j)(x), (14)

となる．保全までの平均時間は
∞∑
j=0

G(j)(Z1)

∫ (j+1)T

jT

F (t)dt, (15)

で表される．また，保全までの総期待コストは

cK −
K−1∑
i=1

(cK − ci)
∞∑
j=0

F ((j + 1)T )

×
∫ Z1

0

[G(Zi+1 − x)−G(Zi − x)]dG(j)(x)

+(cD − cK)
∞∑
j=0

F ((j + 1)T )

×[G(j)(Z1)−G(j+1)(Z1)], (16)
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となる．したがって，総期待コスト率は，式（15)，(16)
より

C3(Z1) (17)

=


cK + (cD − cK)

∑∞
j=0 F ((j + 1)T )

×[G(j)(Z1)−G(j+1)(Z1)]

−
∑K−1

i=1 (cK − ci)
∑∞

j=0 F ((j + 1)T )

×
∫ Z1

0
[G(Zi+1 − x)−G(Zi − x)]dG(j)(x)


∑∞

j=0 G
(j)(Z1)

∫ (j+1)T

jT
F (t)dt

,

となる．F (t) = 1− exp(−λt)，G(x) = 1− exp(−µx)

とすると，式（17)は

C3(Z1) (18)

=

[
cK − αe−(1−α)µZ1

×
∑K

i=2(ci − ci−1)
[
1− e−µ(Zi−Z1)

] ]
[
1− αe−(1−α)µZ1

]
/λ

+(cD − cK)λ,

と表される．ここで α ≡ exp(−λT )とする．C3(Z1)

を Z1 について微分し，ゼロとおくと

α

1− α

[
1− e−(1−α)µZ1

] K∑
i=2

(ci − ci−1)e
−µ(Zi−Z1)

= c1, (19)

となる．式 (19)の左辺を Q3(Z1)とおくと

Q3(0) = 0 ,

Q3(Z2) =
α

1− α

[
1− e−(1−α)µZ2

]
×

[
c2 − c1 −

K∑
i=3

(ci − ci−1)e
−µ(Zi−Z1)

]
,

となる．したがって， Q3(Z2) > 0のとき，式 (19)を
満たす有限で唯一の Z∗

1 (0 < Z∗
1 < Z2)が存在する．

5.2 多段階コスト拡張モデル（モデル 4）
モデル 1の仮定 1)，2)とモデル 2の仮定 3’)，モデ

ル 3の 4)の下での最適保全方策を考える．保全までの
平均時間は式 (15)となり，保全までの総期待コストは

cK −
K−1∑
i=1

(cK − ci)
∞∑
j=0

F ((j + 1)T )

×
∫ Z1

0

[G(Zi+1 − x)−G(Zi − x)]dG(j)(x)

+(cD − cK)
∞∑
j=0

F ((j + 1)T )

×
[
G(j)(Z1)−G(j+1)(Z1)

]
+c0(Z1)

∞∑
j=0

F ((j + 1)T )

×
[
G(j)(Z1)−G(j+1)(Z1)

] ∞∑
j=0

F ((j + 1)T )

×
∫ Z1

0

{∫ ZK

Z1

G(y − x)dc0(y)

}
dG(j)(x).(20)

したがって，総期待コスト率は，式 (15)，(20)より，
以下となる．

TC4(Z1) (21)

=



cK + (cD − cK)
∑∞

j=0 F ((j + 1)T )

×
[
G(j)(Z1)−G(j+1)(Z1)

]
−
∑K−1

i=1 (cK − ci)
∑∞

j=0 F ((j + 1)T )

×
∫ Z1

0
[G(Zi+1 − x)−G(Zi − x)]dG(j)(x)

+c0(Z1)
∑∞

j=0 F ((j + 1)T )

×
[
G(j)(Z1)−G(j+1)(Z1)

]
+
∑∞

j=0 F ((j + 1)T )

×
∫ Z1

0

{∫ ZK

Z1
G(y − x)dc0(y)

}
dG(j)(x)


∑∞

j=0 G
(j)(Z1)

∫ (j+1)T

jT
F (t)dt

.

F (t) = 1のとき，式（21）は式（8）と一致する．F (t) =

1 − exp(−λt)，G(x) = 1 − exp(−µx)，c0(x) = c0x,

とすると，式 (21) は以下となる．

C4(Z1) (22)

=


cK − αe−(1−α)µZ1

∑K
i=2(ci − ci−1)

×
[
1− e−µ(Zi−Z1)

]
+c0αe

−(1−α)µZ1
[
1− e−µ(ZK−Z1)

]
/µ

+c0Z1αe
−(1−α)µZ1


[
1− αe−(1−α)µZ1

]
/λ

+(cD − cK)λ.

C4(Z1)を Z1 について微分し，ゼロとおくと

α

1− α

[
K∑
i=2

(ci − ci−1)e
−µ(Zi−Z1) − c0

µ
e−µ(ZK−Z1)

]

×
[
1− e−(1−α)µZ1

]
+

c0
µ

[
1− αe−(1−α)µZ1

1− α
− µZ1

]
= c1 +

c0
µ

. (23)

c0 = 0のとき，式 (23)は式 (19)と一致する．

6 数値例
T = 1， ZK = 5，ci = ai， Zi = i， a = 1とする．
表 1は，モデル 1において最適予防保全レベル Z∗

1 と
そのときの TC1(Z

∗
1 )を示す．cK が増加するとき，Z∗

1

は減少し， TC1(Z
∗
1 )は増加する．一方で，µが増加

すると，Z∗
1 は増加し TC1(Z

∗
1 ) は減少する．
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表 1: モデル 1において各パラメータを変化させたと

きの感度分析の結果．

cK µ Z∗
1 TC1(Z

∗
1 )

25 1 1.444 1.385

30 1 1.387 1.442

35 1 1.335 1.498

25 1.5 1.602 0.832

25 2 1.657 0.604

表 2 は，モデル 2 において，T = 1， ZK = 5，
ci = ai，Zi = i，a = 1 としたときの Z∗

1 と TC2(Z
∗
1 )

を示している．c0が増加すると，Z∗
1，TC2(Z

∗
1 )はとも

に増加する．また cK，µが変化したとき，Z∗
1，TC2(Z

∗
1 )

は表 1と同じ傾向が見られる．

表 2: モデル 2において各パラメータを変化させたと

きの感度分析の結果．

cK c0 µ Z∗
1 TC2(Z

∗
1 )

25 1 1 1.457 2.373

30 1 1 1.398 2.431

35 1 1 1.345 2.487

25 2 1 1.469 3.361

25 3 1 1.482 4.349

25 1 1.5 1.622 1.489

25 1 2 1.661 1.102

表3は，モデル3において，T = 1，ZK = 5，ci = ai，
Zi = i，a = 1，cD = 100としたときの Z∗

1 とそのと
きの TC3(Z

∗
1 )を示している．λが減少したとき，Z∗

1，
TC3(Z

∗
1 ) はともに減少する．cK，µが変化したとき，

Z∗
1，TC3(Z

∗
1 )は表 1，2と同じ傾向が見られる．

表 3: モデル 3において各パラメータを変化させたと

きの感度分析の結果．

cK µ λ Z∗
1 TC3(Z

∗
1 )

25 1 1/10 1.548 11.260

30 1 1/10 1.487 11.316

35 1 1/10 1.433 11.369

25 1.5 1/10 1.725 10.716

25 2 1/10 1.762 10.502

25 1 1/50 1.465 3.359

25 1 1/100 1.455 2.372

表4は，モデル4において，T = 1，ZK = 5，ci = ai，

Zi = i，a = 1，cD = 100としたときの Z∗
1 とそのと

きの TC4(Z
∗
1 )を示す．cK，c0，µ，λが変化したとき，

Z∗
1，TC4(Z

∗
1 )は表 1，2，3と同様の傾向がある．

表 4: モデル 4において各パラメータを変化させたと

きの感度分析の結果．

cK c0 µ λ Z∗
1 TC4(Z

∗
1 )

25 1 1 1/10 1.640 12.155

30 1 1 1/10 1.572 12.213

35 1 1 1/10 1.512 12.270

25 2 1 1/10 1.796 13.110

25 3 1 1/10 1.861 14.056

25 1 1.5 1/10 1.812 11.292

25 1 2 1/10 1.843 10.915

25 1 1 1/50 1.492 4.329

25 1 1 1/100 1.475 3.351

モデル 2，4 は費用の変動を考慮しているため，
TC2(Z

∗
1 )，TC4(Z

∗
1 )はそれぞれ，TC1(Z

∗
1 )，TC3(Z

∗
1 )

より大きい．モデル 3，4は自然災害からの復旧費用を
考慮しているため，TC3(Z

∗
1 )，TC4(Z

∗
1 )はそれぞれ，

TC1(Z
∗
1 )，TC2(Z

∗
1 )より大きい．モデル 2，4のZ∗

1 は
それぞれモデル 1，3の Z∗

1 より大きく，モデル 3，4

の Z∗
1 はそれぞれモデル 1，2の Z∗

1 より大きい．各パ
ラメータがモデルに与える影響の大きさはほとんど変
わらない．また，これらの数値計算の結果より本モデ
ルの振る舞いは妥当であると考えられ，本モデルを用
いることで，より効率的な保全が実施できる．

7 まとめ
本研究では，社会インフラの最適保全モデルを議論
した．モデル 1は多段階の劣化レベル，モデル 2では
劣化レベルに応じて変化する費用を考慮した．モデル
3，4はモデル 1，2を自然災害からの復旧を考慮して
拡張した．総期待コスト率を導出し，それを最小にす
る最適予防保全レベル Z∗

1 を解析的に議論した．また，
最後に各モデルの数値例を示した．
――――――――――――――――――――――――
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